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РАСТЕКАНИЕ КАПЛИ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
ПО ТВЕРДОЙ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Байков В.И., Нахай Д.М., Миканович Д.С. 
Цель. Исследовать кинетику растекания капли неньютоновской вязкой жидкости 

по горизонтальной поверхности. 
Методы. Математическое моделирование. 
Результаты. Получено кинетическое уравнение, описывающее процесс растека-

ния капли неньютоновской вязкой жидкости по твердой горизонтальной поверхности. 
Область применения исследований. Полученные результаты важны для дальней-

шего исследования движения неньютоновских вязких жидкостей по твердой поверхно-
сти. 
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Введение 
Вода является широко применяемым огнетушащим средством тушения пожаров ве-

ществ в различных агрегатных состояниях. Для повышения огнетушащих свойств воды в нее 
вводят поверхностно-активные вещества, применяют различного рода загустители, увеличи-
вающие вязкость воды и одновременно повышающие адгезию, т.е. способность воды задер-
живаться на поверхности твердого горящего тела. Добавление в воду незначительного коли-
чества высокомолекулярных полимеров позволяет существенно сократить сопротивление 
транспортирующих такую воду трубопроводов. 

Эти добавки изменяют реологическое поведение воды, превращая ее в неньютонов-
скую жидкость, хорошо описываемую степенным реологическим уравнением [1]: 

 
1

,
ndv dvk

dz dz

−

τ =  (1) 

где τ – напряжение сдвига, Па; 
 k – коэффициент консистенции жидкости, Па·сn;  
 n – показатель неньютоновского поведения (n ≤ 1); 
 dv/dz – скорость сдвига, м/с. 

Для подачи воды при тушении пожара используют пожарные стволы или оросители, 
которыми можно создавать сплошные, капельные, распыленные и мелкораспыленные водя-
ные струи, т.е. потоки воды, состоящие из мелких капель. При горении твердых материалов 
основную роль в пожаротушении играет охлаждение поверхности. Поэтому чрезвычайно 
важно знать поведение капель на твердых поверхностях, окружающих очаг горения, по-
скольку, попадая на твердую поверхность, капля растекается по ней и испаряется, тем самым 
создавая охлаждающий эффект. 

Отметим, что в работах [2–4] установлено существование пристенного эффекта 
скольжения при фильтрации растворов полимеров через грунты ограждающих сооружений 
шламохранилищ [2] и при пропитке полимерными растворами пористых материалов [3; 4]. 
Явление пристенного скольжения следует иметь в виду и при экспериментальном изучении 
растекания неньютоновских капель по твердым поверхностям. 

 
Основная часть 
Дадим описание процесса растекания капли неньютоновской жидкости по твердой 

горизонтальной поверхности, взяв за основу идею, изложенную в работе [5]. 
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Результаты экспериментов [6; 7] показывают, что капля жидкости при растекании 
имеет форму, схематически изображенную на рисунке 1. Большая (центральная) часть капли 
сохраняет форму, близкую к шаровому сегменту, и ограничена выпуклой поверхностью 
с краевым углом θ. На периферии капли образуется зона динамического мениска, имеющая 
вогнутую поверхность с краевым углом, близким к равновесному cθ . Такой вид внешней 
поверхности капли свидетельствует о равномерном распределении давления в основной 
(центральной) части и его перераспределении в зоне динамического мениска относительно 
твердой поверхности, т.е. центральную часть капли считаем неподвижной по сравнению 
с перемещением динамического мениска. Давление жидкости p (м) на входе в динамический 
мениск полагаем равным давлению в центральной части капли: 

 
1

2 sin ,p
r
σ

= θ  (2) 

где σ – поверхностное натяжение, Н/м; 
 1r  – внутренний радиус капли, м;  
 θ – краевой угол, рад; 
 p – давление в капле, Па. 

Давление вблизи внешней границы динамического мениска и твердой поверхности 
считаем близким к равновесному значению: 

 c
2

2 sin ,cp
r
σ

= θ   

где 2r  – внешний радиус капли, м. 

 
1r  и 2r  – внутренний и внешний радиусы капли; θ – краевой угол; cθ  – равновесный краевой угол;  

h – высота динамического мениска, z и r – продольная и радиальная координаты;  
hr  – радиальная координата поверхности динамического мениска. 

Рисунок 1. – Схема растекания капли 

Пусть 1R  и 2R  – главные радиусы кривизны в данной точке поверхности динамиче-
ского мениска. Считаем радиус кривизны поверхности положительным, если он направлен 
внутрь капли, и отрицательным, если наружу от капли. Тогда поверхностное давление в зоне 
динамического мениска: 

 
1 2

0
1 1 ,p
R

p
R

 
− = σ + 

 
 (3) 

где 0p  – давление воздуха. 
Введем цилиндрическую систему координат, в которой ось z перпендикулярна твер-

дой поверхности и совпадает с осью симметрии капли, а ось r – радиальная координата 
капли. В результате главные радиусы кривизны поверхности в зоне динамического мениска 
примут в вид: 
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Будем полагать, что для растекающейся по твердой поверхности капли справедливо 
1 2.R R  В уравнениях движения зоны динамического мениска пренебрегаем локальной про-

изводной скорости по времени по сравнению с вязкостным слагаемым и игнорируем инер-
ционные эффекты. Тогда уравнения неразрывности и движения «степенной» жидкости для 
области мениска примут вид: 
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где ρ – плотность жидкости; 
 g – ускорение свободного падения;  
 u = u(z, r) и v = v(z, r) – продольная и радиальная скорости жидкости в динамическом ме-
ниске. 

Дополним эти уравнения краевыми условиями. Считаем, что поверхность твердого 
тела непроницаема и на ней выполняется условие прилипания жидкости: 
 u = 0,     v = 0     при     z = 0. (7) 
На свободной поверхности динамического мениска, уравнение которой запишем в виде: 
 z = h(r),  
должны выполняться условия двух типов: кинематическое и динамические. Так как в каж-
дый момент времени через свободную поверхность отсутствует поток жидкости, дифферен-
цируя последнее соотношение по времени, получим: 

 u dhv
dr

=      при     z = h(r). (8) 

Динамические условия выражают равенство нормальных и касательных напряжений, 
действующих со стороны жидкости и газа: 
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     при     z = h, (9) 
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Представим уравнение неразрывности (5) в интегральном виде. Для этого проинте-
грируем (5) по z от 0 до h и учтем первое условие (7): 
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С помощью правила Лейбница дифференцирования интеграла по параметру поме-
няем порядок интегрирования и дифференцирования: 
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r r r dr dr
 ∂
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и воспользуемся кинематическим условием (8). Тогда: 

 
0

( , ) 0.
hd rv z r dz

dr
=∫   

Введем расход жидкости: 

 
0

2 ( , ) ,
h

Q rv z r dz= π∫  (11) 

т.е. количество жидкости Q, протекающей в 1 с через поперечное сечение динамического 
мениска. В результате получим: 

 [ ( )] 0.d Q h r
dr

=  (12) 

Формула (12) означает, что Q не зависит от r и в данный момент времени расход по всей 
длине динамического мениска постоянен. Необходимо ясно представлять себе, что расход 
из-за растекания капли есть функция от времени Q = Q(t), где 𝑡𝑡 – время. 

Найдем распределение скоростей v(z, r). Проинтегрируем первое уравнение движения 
(6) по z от z до h: 

 ,( ), –( )–( ) ,p z r p h r g h z= ρ   

и учтем краевое условие (9): 

 

3
22 2

0 2( ) ( ) 1 ., – –p z r g
r

h z d h dhp
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−
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= ρ


 (13) 

Уравнение (13) показывает, что производная ( , ) /p z r r∂ ∂  от координаты z не зависит. 
Тогда, дважды интегрируя второе уравнение движения (6) по z c учетом краевых условий 
(7), (10) и того, что / 0,v z∂ ∂ >  получим распределение скоростей: 
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Действительно, после первого интегрирования второго уравнения (6) по z от z до h получим: 
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Проинтегрировав последнее уравнение по z от 0 до z, будем иметь: 
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С помощью формул (11), (14) находим расход жидкости в зоне динамического ме-
ниска: 

 
1

1 22 1
1

.
2

n n
n pQ rh

r
n
n k

+π ∂ 

+

= − ∂ 
 (15) 

Отсюда для средней по толщине зоны динамического мениска скорости получаем со-
отношение: 

 
1

1 1 .
1 22

n n
ndr Q pv h

dt r r
n

nh k

+ ∂ = =
+

= − π ∂ 
 (16) 

которое содержит две неизвестные величины: h(r) и / .p r∂ ∂  Для их определения воспользу-
емся следующими соображениями. Исходя из соотношений (2) и (3), нетрудно получить: 

 c
2 1 1 2 1 2

2 sin sin .
( )

cp pp r
r r r r r r r

 −∂ σ
− ≈ = θ− θ ∂ − −  

  

Учтем, что зона мениска 2 1( )r r−  намного меньше основной части капли 1,r  т.е. 
1 2/ 1.r r ≈  В итоге имеем: 

 ( )c
1 2 1

2 sin sin .
( )

p
r r r r
∂ σ

− = θ− θ
∂ −

 (17) 

Подставив выражение (17) в формулу (16), найдем среднюю скорость динамического 
мениска:  

 [ ] ( )
11

1

c
1 2 1

1 2( ) sin sin .
1 (2 )

n nn
n

drv n h r
dt k r rn r

+

+
 σ = = θ− θ   −   

 (18) 

Найдем высоту капли 1 1( )h h r=  на входе в зону динамического мениска. На свобод-
ной поверхности динамического мениска касательное напряжение трения равно нулю (см. 
(10)). Поэтому его форма определяется поверхностным натяжением σ и действующей на еди-
ницу объема силой тяжести ρg. Тогда для нахождения формы поверхности мениска можно 
использовать уравнение статического мениска: 

 

3
22 2

2 1 ,h hd r dr gh
dz dz

−
  ρ + =   σ   

 (19) 

с граничным условиями: 

 cctghdr
dz

= − θ   при  0,z =       ctghdr
dz

= − θ   при  1.z h=  (20) 

Однократное интегрирование соотношения (19) дает: 

 

1
2 2

21 ,
2

h hdr dr g z C
dz dz

−
  ρ + = +   σ   

 (21) 

где C – постоянная интегрирования. Из формулы (21), с учетом граничных условий (20), 
находим высоту 1h  капли на входе в зону динамического мениска: 
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 ( )
1

12
2

1 c
2 cos cos ,h

g
 σ

= θ − θ ρ 
 (22) 

где длина 2 / ( )gσ ρ  представляет собой капиллярную постоянную. Величина 1h  является 
характерным размером зоны динамического мениска, поэтому полагаем, что:  

 2 1 1.r r ah− =  (23) 

Коэффициент пропорциональности a можно получить либо из экспериментальных 
данных, либо из численного решения уравнения (19). Подставим соотношения (22), (23) 
в формулу (18). В результате кинетическое уравнение, описывающее процесс растекания 
капли неньютоновской жидкости по твердой горизонтальной поверхности, принимает вид: 

 ( ) ( )
1 1

1 1 12
1 2

1 c c
2 2 sin sin cos cos .

2 1
n

n n
d nr r
dt gn ak

− σ σ = θ− θ θ − θ   + ρ   
 (24) 

Связь краевого угла θ шарообразного сегмента (основной части капли) с радиусом его 
основания 1r  определим из тригонометрического равенства: 

 3
3

1

6 3 tg tg ,
2 2

V
r

θ θ
= +

π
 (25) 

где объем капли /V m= ρ  можно определить, например, экспериментально через массу m 
и плотность ρ капли жидкости. 

Система уравнений (24), (25) с единых позиций описывает кинетику растекания капли 
неньютоновской жидкости в области как острых ( / 2)θ < π , так и тупых углов ( / 2).θ > π  Чтобы 
в этом убедиться, введем безразмерные переменные: 

– безразмерный радиус: 1 0/ ,R r r=  где 3
0 3 / (2 )r V= π  – радиус основания капли, когда 

она имеет форму полусферы; 
– безразмерное время: 

 
11 1
232 2 2 .

32 1

n
n n

n
t

V g ak
n

+

 π σ σ   τ =     ρ  + 
  

Тогда систему уравнений (24), (25) в безразмерном виде представим как: 

 ( )
1

1
c 2

c
sin sin cos cos ,

ndR
d R

θ− θ = θ − θ τ  
     3

3

4 3 tg tg .
2 2R
θ θ

= +  (26) 

На рисунке 2 представлены графики кинетики растекания капли неньютоновской вяз-
кой жидкости по твердой поверхности, полученные путем численного решения системы 
уравнений (26) для различных значений показателя неньютоновского поведения n и равно-
весного краевого угла cθ . С возрастанием времени радиус капли увеличивается, тупые кра-
евые углы переходят в острые. 

Проанализируем результаты расчетов. Вначале рассмотрим важный практический 
случай, когда равновесный краевой угол cθ  равен нулю: 

 ( )
1

1
2

sin 1 cos ,
ndR

d R
θ = − θ τ  

     3
3

4 3 tg tg .
2 2R
θ θ

= +  (27) 
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а – равновесный краевой угол c 0θ =  б – равновесный краевой угол c 0,174θ =  

 
 

 

n = 1 

n = 0,8 

n = 0,6 

 

 в – равновесный краевой угол c 0,349θ =   
Рисунок 2. – Кинетика растекания капли для различных значений показателя  

неньютоновского поведения n и равновесного краевого угла cθ  

Пусть краевой угол θ имеет малые значения и лежит в области острых краевых углов 
( / 2)θ < π . Тогда, разлагая функции sin ,θ  cos ,θ  2tg θ  в ряд по степеням θ и ограничиваясь 
первыми членами разложения, получим: 

 sin ,θ ≈ θ      
2

cos 1 ,
2
θ

θ ≈ −      tg .
2 2
θ θ
≈   

В результате система уравнений (27) с точностью до первого порядка малости по θ 
преобразуется к виду: 

 
1

,
2

ndR
d R

θ θ =  τ  
     3

8
3R

= θ      или     
1

4 3 1 8 .
32

n
n n

n dRR
d

+
+  =  τ  

 (28) 

Интегрируя уравнение (28) с начальным условием 0R R=  при 0,τ =  находим: 
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Соотношение (29) при 
4(1 ) 4(1 )

0

n n
n nR R
+ +

  позволяет записать: 

 
1 4(1 )3

4(1 )2 1 82 .
3

n
n n n

n nnR
n

+ +

+
 +   = τ     
 

 (30) 

которое для ньютоновской жидкости (n = 1) принимает вид: 

 
1
81,587 .R = ⋅ τ  (31) 

Как показано в работе [5], формула (31) удовлетворительно описывает многочислен-
ные экспериментальные данные [6–8] если коэффициент пропорциональности a в соотно-
шении (23) положить численно равным величине: 

 .ga ρ
=

σ
  

В статье [6] при экспериментальном исследовании растекания капель полиметилси-
локсановых жидкостей с c 0θ ≈  по горизонтальным подложкам в области острых краевых 
углов θ было получено эмпирическое уравнение: 

 
1
8 ,R A= ⋅ τ  (32) 

которое полностью совпадает с теоретической формулой (31). Значения постоянной вели-
чины А для разных типов твердых подложек (лавсан, стекло, алюминий), а также при изме-
нении вязкости жидкости в 40 раз и изменении объема капли в 10 раз изменялись в пределах 
А = 1,543 – 1,603. Сравнение этих экспериментальных значений А с теоретическим 
(А = 1,587 из формулы (31)) показывает их вполне удовлетворительное согласие.  

При растекании капли неньютоновской вязкой жидкости по твердой поверхности 
в области тупых краевых углов ,θ = π−α  где α – малая величина, получим: 

 sin sin( ) sin ,−θ π= = α ≈α α      
2

cos cos( ) cos 1 ,
2

 
θ = = − ≈ − −α π


− α 



α   

 2tg tg ctg .
2 2 2 2
θ π α α = − = ≈  α 

  

Тогда система уравнений (27) с точностью до первого порядка малости по α примет 
вид: 

 
1

2 ,
ndR

d R
α =  τ  

     
1
32 Rα =      или     

3 2
62 .
n

ndR
d

+

=
τ

 (33) 

Интегрирование соотношения (33) с начальным условием 0R R=  при 0τ =  приводит 
к выражению: 

 
3 2

6
0 2 .

n
nR R
+

− = τ  (34) 

Проанализируем кинетику растекания капли, когда равновесный краевой угол 
( )0, / 2сθ ∈ π . Сначала рассмотрим случай острых краевых углов ( / 2)θ < π . Из первого урав-

нения системы (26) следует, что растекание происходит, когда csin sin ,θ > θ  а ccos cos ,θ < θ  
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т.е. при условии c.θ > θ  Положим cθ = θ +α  и рассмотрим малые значения угла α. Разложим 
функции sin ,θ  cos ,θ  2tg θ  в ряд Тейлора и ограничимся первыми членами разложения: 

 c csin sin cos ,θ α≈ θ + θ      c cc sinos cos ,θ α≈ θ − θ      2c ctg tg cos .
2 2 2 2

−θ θθ α
≈ +   

Из последнего соотношения, ограничившись членами первого порядка малости по α, полу-
чим: 

 3 3 2 2c c ctg tg 3tg cos .
2 2 2 2 2

−θ θ θθ α
≈ + ⋅   

Тогда первое уравнение системы (26) примет вид:  

 
1

2 1
c2 2

c
cossin ,

n n
ndR

d R

+ θ = α θ  τ  
 (35) 

а второе уравнение – вид: 

 2 3 2 2c c c c c
3

4 33tg cos tg 3tg cos
2 2 2 2 2 2 2R

− −θ θ θ θ θα α
= + + + ⋅      или     4 c

3 3
с

4 4 3 cos ,
2 2R R

− θα
= +   

где cR  – радиус, который принимает капля по окончании растекания. 
Откуда: 

 
3 3

4с c
3 3
с

8 cos ,
3 2

R R
R R
− θ

α =  (36) 

а радиус cR  определяется из условия: 

 3c c
3
с

4 3 tg tg
2 2R
θ θ

= +      или     
c c

1
3

c 3
2 2

4 .
3 tg tg

R θ θ

 
=  + 

 (37) 

Положим cR R r= −  и пусть переменная r является малой величиной. Тогда, ограни-
чиваясь в формуле (36) первыми членами малости по r, получим: 

 4 4c c c
4 4
с с

8 cos 8 cos .
2 2

R Rr
R R

θ − θ
α ≈ =   

В результате уравнение (35) преобразуется к виду: 

 

2 1
2 12

4 c c2 2
c c c4

с c

cos8( ) ( ) cos sin .
2

n
n n n

nR R d R R d
R R

+
+

−    θ θ
− − − = θ τ   

   
 (38) 

После интегрирования соотношения (38) с начальным условием 0R R=  при 0τ =  находим: 

 
4 2

2 2 2 11
c2 2 2 2

c c 0 c c
2( ) ( ) 8 sin cos cos .
2 2

n
n n n n

n n n nnR R R R
n

+
− − +

− − θ−  − − − = θ θ τ 
 

 (39) 

Рассмотрим кинетику растекания капли по твердой поверхности в области тупых кра-
евых углов / 2,θ > π  ( )0, / 2 .сθ ∈ π  Примем, что ,θ = π−β  где величина угла / 2.β < π  Тогда: 
sin sin( ) sin ,β =−θ = π β  cos cos( ) cos ,β = −πθ = − β  ( )2 2 2 2tg tg ctg ,θ βπ β= − =  и система уравне-
ний (26) преобразуется к виду: 
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 ( )
1

1
c 2

c
sin sin cos cos ,

ndR
d R

− θ = θ +
β

τ
β

 
     3

3

4 3ctg ctg .
2 2R
+

β
=

β
 (40) 

Из первого уравнения системы (40) следует, что растекание капли за счет сил поверх-
ностного натяжения происходит при csin sin ,> θβ  т.е. при c.β > θ  

Считаем cβ = θ + ε  и проанализируем случай малых значений угла ε. Разложим функ-
ции sin ,β  cos ,β  2ctg β  в ряд Тейлора и ограничимся первыми членами разложения:  

 c csin sin cos ,β ε≈ θ + θ      c cc sinos cos ,β ε≈ θ − θ      2c cctg ctg sin .
2 2 2 2

−θ θβ ε
≈ −   

Из последнего соотношения, ограничившись членами первого порядка малости по ε, полу-
чим: 

 3 3 3 2c c cctg ctg 3ctg sin .
2 2 2 2 2

−θ θ θβ ε
≈ − ⋅   

Тогда для первого уравнения системы (40) получим: 

 
1

1
c2

c
cos2 cos ,

ndR
d R

θ = θ  τ  

ε  (41) 

а для второго уравнения: 

 2 3 2 2c c c c c
3

4 33ctg sin ctg 3ctg sin
2 2 2 2 2 2 2R

− −θ θ θ θ θε ε
= − + − ⋅      или     4 c

3 3
н

4 4 3 sin ,
2 2R R

− θε
= −   

где нR  – радиус капли, при котором начинается ее растекание по твердой горизонтальной 
поверхности за счет сил поверхностного натяжения. 

Откуда: 

 
3 3

4 cн
3 3
н

8 sin ,
3 2

R R
R R

θ−
ε =  (42) 

а радиус нR  вычисляется из условия: 

 3c c
3
н

4 3ctg ctg
2 2R
θ θ

= +      или     
c c

1
3

н 3
2 2

4 .
3ctg ctg

R θ θ

 
=  + 

 (43) 

Считаем нR R r= +  и рассмотрим случай малых значений переменной r. В формуле 
(42) ограничимся первыми членами малости по величине r: 

 4 4c cн
4 4
н н

8 sin 8 sin .
2 2

R Rr
R R

θ θ−
ε ≈ =   

Подставим значение ε в уравнение (41): 

 

1
1 1

4 c2
н н c c5

н

8( ) ( ) 2 cos cos sin .
2

n
nR R d R R d

R
−  θ

− − = θ θ ⋅ τ 
 

 (44) 

Проинтегрировав соотношение (44) с начальным условием 0R R=  при 0,τ =  получим: 
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для   1n ≠  

1
1 1 1

4 c2
н 0 н c c5

н

1 8( ) ( ) 2 cos cos sin ,
2

n n n
n n nR R R R

n R

− −  θ−
− = − + θ θ ⋅ τ 

 
 (45) 

для   1n =  
3

4 c2
н 0 н c5

н

8 2ln( ) ln( ) cos sin .
2

R R R R
R

θ
− = − + θ τ  (46) 

Итак, при равновесном краевом угле 0сθ =  капля жидкости растекается неограни-
ченно, а при угле ( )0, / 2сθ ∈ π  растекается ограниченно радиусом капли cR , определяемым 
по формуле (37). 

 
Заключение 
Таким образом, разработана теоретическая модель процесса неограниченного и огра-

ниченного растекания капли неньютоновской вязкой жидкости по твердой поверхности. 
Установлено, что при равновесном краевом угле 0сθ =  кинетика перемещения периметра 
капли неньютоновской вязкой жидкости изменяется неограниченно от зависимости R τ  
в области тупых краевых углов / 2θ > π  до зависимости /(4 4 )n nR +τ  в области острых краевых 
углов / 2,θ < π  которые следуют из результатов расчетов и формул (30) и (34). Здесь R – без-
размерный радиус растекающейся капли, τ  – безразмерное время растекания капли. Этот 
результат получен с единых позиций и хорошо согласуется с многочисленными эксперимен-
тальными данными для ньютоновской жидкости ( 1)n =  [6–8]. Из расчетов и теоретических 
выкладок найдено, что при равновесном краевом угле ( )0, / 2сθ ∈ π  происходит ограниченное 
растекание капли до радиуса 

1
c c 33

c 2 2[4 / (3 tg tg )]R R θ θ= = +  (см. формулу (37)) по закону (39). 
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Растекание капли неньютоновской вязкой жидкости  
по твердой горизонтальной поверхности 

Spreading of a drop of non-Newtonian viscous liquid over a solid horizontal surface 
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SPREADING OF A DROP OF NON-NEWTONIAN VISCOUS LIQUID OVER A SOLID 
HORIZONTAL SURFACE 

Baykov V.I., Nakhay D.M., Mikanovich D.S. 
Purpose. To investigate the kinetics of spreading a drop of a non-Newtonian viscous liquid over 

a horizontal surface. 
Methods. Mathematical modeling. 
Findings. The kinetic equation describing the process of spreading of a drop of non-Newtonian viscous 

liquid over a solid horizontal surface is obtained. 
Application field of research. The obtained results are important for further investigation of the motion 

of non-Newtonian viscous liquids over a solid surface. 

Keywords: dynamic meniscus, edge angle, equilibrium edge angle. 
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